Homotopia y Clasificacion de Solitones Topolégicos

Trabajo Final de Métodos de la Fisica Matematica

Resumen. Este trabajo estd construido en dos partes, Teoria de Homotopia y Solitones Topoldgicos.
En la primera parte abordaremos las bases de la Teoria de Homotopia con un aire puramente
matemadtico. Se enunciardn y demostraran los teoremas necesarios (y un poco mas) para su
aplicacién en la segunda parte. En la segunda parte usaremos los resultados obtenidos para abordar
la clasificacion de solitones topoldgicos en dimensiones d = 1, 2, 3.

Teoria de Homotopia

Comenzaremos este compendio con una de teorias fundamentales en Matematica y Fisica Matematica,
esto es, Teoria de Homotopia. Basicamente la homotopia es una forma de clase de equivalencia
entre espacios topologicos.

Homotopia de curvas

Por una curva en un espacio X nos referimos a una funcién continua f : I — X con punto inicial
f(0) =z y punto final f(1) = z1, donde I es el intervalo unitario [0, 1]. Decimos que dos curvas
son homotdpicas si es posible deformar una en la otra de forma continua. Una definicion maés
precisa es la siguiente:

Definicién 1 (Homotopia). Dos curvas fo, f1 : I — X con puntos iniciales y finales iguales se dicen
homotoépicas si existe una funcién continua F': I x I — X tal que F'(¢,0) = fo(t), F(t,1) = fi(t),
F(0,s) =zpy F(1,s) = x1.

Otra forma de pensarlo es suponiendo que existe una familia de funciones parametrizadas por t,
F;: I — X tales que

1. Los extremos f:(0) = z¢ y fi(1) = z1 son independientes de ¢.
2. F(t,s) = fi(s) es un mapeo continuo.

Es facil comprobar que la relacién de homotopia entre dos curvas es una clase de equivalencia.
La reflectividad f ~ f es evidente ya que “ambas” curvas son homotépicas por la homotopia
constante Fi(s) = f,Vs € I. La simetria también es evidente ya que si fo ~ f1 entonces fi ~ fo
usando la homotopia inversa Fi;_;. Para la transitividad, si fo ~ f1 usando F; y si f1 >~ fo usando
la homotopia Gy, entonces definamos la siguiente homotopia entre fo y fo:

Fi(2s) (1) :
i 1

IAIA

<s
<s
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Es claro que H;(0) = z9 y H¢(1) = x;. Faltaria comprobar que H(t,s) = H(s) es una funcién
continua. Esto no es muy dificil de comprobar, como H (t,s) = F(t,2s) para 0 < s < % por lo tanto
es continua en I x [0,1/2]. El mismo razonamiento se aplica para el intervalo I x [1/2,1]. Entonces,
H(t, s) es una funcién continua en I x I.

Dadas dos curvas f,g: I — X tales que f(1) = g(0), existe una composicién o curva producto
f - g que atraviesa primero f y luego g definida como

La clase de equivalencia de una curva f bajo la relacién de equivalencia de homotopia se denota
como [f] y se denomina clase de homotopia de f.

De ahora en adelante, estamos interesados en curvas tales que el punto inicial y el punto final sean
el mismo punto. Estas curvas son llamadas bucles o loops y el punto inicial (y final) es llamada
punto base.

El grupo fundamental (X, x()

El grupo fundamental es el conjunto de todas la clases de homotopia [f] de bucles f: I — X en el
punto base z( junto con la operacién de composicion [f] - [g] = [f - g]-

A estas alturas resulta natural preguntarse por la dependencia del grupo fundamental (X, z¢) en
la eleccién del punto base zp. Consideremos 71 (X, zg) y m1(X,x1), y sea h : I — X una curva de xg
a x1. El camino inverso h = h(1—s) de z1 a xg. Para un bucle f con base en x; podemos asociar el
bucle h - f - h con base en z(. Definimos el mapeo de cambio de base 3, : 71(X,z1) — 71 (X, z)

como By[f] = [h- f-h].

Teorema 1 (Change of basepoint is an isomorphism). El mapeo (3 : 71 (X, z1) — 71 (X, x0)
es un isomorfismo.

Demostracion 1. Para demostrar que [ es un isomorfismo entre los grupos fundamentales,
primero probemos que es un homomorfismo y luego mostremos que (3, tiene un mapeo inverso. Sean
f.9 € m(X,a1), entonces By[f-g] =[h-(f-g)-hl =[h-f-h-h-g-h] =[h-f-h][h-g-h] = Bu[f]Bnlg].
El mapeo 3; es la inversa de (), pues By057(f] = Bnlh-g-h] =[h-(h-g-h)-h] = [f] y ademas
Brbulf] = 1]

Una consecuencia inmediata de este teorema es que si todos los puntos de un espacio X se pueden
unir por curvas, es decir, si es un espacio conexo (path-connected), entonces 71 (X, zo) ~ m1 (X, z1)
para cualquiera puntos xzg, 1. En este contexto, no es necesario indicar un punto base, entonces se
denotard como 71 (X).

Recordemos la definiciéon de un espacio simplemente conexo: un espacio X es simplemente conexo
si es conexo por caminos y ademas todo bucle se puede contraer continuamente a un punto. Con
esta informacién probemos el siguiente teorema

Teorema 2 (Simply connected — 71(X) = 0). Si X es un espacio simplemente conexo entonces
su grupo fundamental es trivial, 71 (X) = 0.

Demostracién 2. Como un espacio simplemente conexo es conexo por caminos entonces sabemos
que todos los grupos fundamentales con distintos puntos bases son isomorfos entre si. Y como todo
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bucle se puede contraer a un punto entonces todo bucle es homotépico a un punto. Entonces, la
unica clase de homotopia es la de la homotopia constante. Entonces el grupo fundamental sélo tiene
un elemento y es el trivial.

Es facil generalizar la relacién de homotopia de curvas y bucles a mapeos arbitrarios. Sean
fyg: X — Y mapeos continuos. Si existe un mapeo continuo F : X x I — Y tal que F(z,0) = f(z)
y F(x,1) = g(z), se dice que f es homotépica a g y F' es la homotopia entre f y g.

Definicién 2 (Tipo de homotopia). Decimos que dos espacios topdlogicos X e Y son del mismo
tipo de homotopia, denotado como X ~ Y, si existen mapeos continuos f: X - Y yg:Y = X
tal que f-g~idy y g- f ~idx. Al mapeo f se le denomina equivalencia de homotopia y a g,
su homotopia inversa.

Una de las propiedades mas remarcables de espacios que son del mismo tipo de homotopia es que
tienen el mismo grupo fundamental. Este resultado se resume en el siguiente teorema

Teorema 3 (Same homotopy type — Isomorphic fundamental groups). Sean X y Y
espacios topoldgicos del mismo tipo de homotopia. Si f: X — Y es una equivalencia de homotopia,
m1 (X, xp) es isomorfo a 71 (Y, f(xp)).

Demostracién 3. Como X e Y son espacios del mismo tipo de homotopia entonces existen la
equivalencia de homotopia f: X — Y y su homotopia inversa g : Y — X. Estos mapeos inducen
homomorfismos entre los grupos fundamentales (Figura 1)

f# 1 (X, 20) = m(Y, f(20))
g4 - 7T1(Y,f($0)) — 7T1(X, $0)

cuya accién estd definida componiendo fx([a]) = [f - o] para [o] € m(X,z¢). Mostremos que
ambos son, en efecto, homomorfismos. Y atin mas, probemos que uno es la inversa del otro, por
lo tanto, ambos son isomorfismos. Es claro que para dos mapeos a, 3, fu(ja-f]) = [f-«a- (] =
(f-a)-(f-B)] =1f-Af-B] = fx([a]) f#([5]), idem para el homomorfismo gx. Ahora probemos que
ambos homomorfismos son inversos: fugulal = fulg-of =[f-(g- )] =[(f-9) o] =[idy - o] = [a]
v gufule] = gxlf-al=[g-(f-a)] =[(g- f) o] = [idx - o] = [a]. Por lo tanto, fx es un isomorfismo
entre los grupos fundamentales.

Un corolario que sigue inmediatamente del teorema anterior es que el grupo fundamental es un
invariante ante homomorfismos, es decir, es un invariante topolégico. De esta forma, los grupos
fundamentales son una forma de clasificar espacios topologicos de una manera menos estricta que
un homomorfismo. Se sigue que si dos espacios topologicos tienen grupos fundamentales distintos
entonces no son homomorfos. En esta propiedad importante reside una de las aplicaciones mas
importantes de la homotopia en fisica. En fisica se usan no para clasificar espacios si no para
clasificar espacios de soluciones o espacios de configuraciones.
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TFU(X, :C()) f# WO(Y7f(‘T0))

Figura 1. Una descripcion pictérica del Teorema 3. Los mapeos f y g inducen homorfismos entre
los grupos fundamentales.

En la siguiente seccién usaremos estos resultados para hallar el grupo fundamental del circulo.

Grupos fundamentales de ciertos espacios interesantes

En esta seccién estudiaremos los grupos fundamentales de distintos espacios, veremos sus aplicaciones
en fisica y lo mas importante se dejardn las herramientas para calcular grupos fundamentales de
espacios mas complicados.

El grupo fundamental de la circunferencia 71(S') = Z

Para abordar el problema de calcular el grupo fundamental de la circunferencia S*, desarrollaremos
una herramienta poderosa que permitird calcular grupos fundamentales de espacios complicados.
Esta herramienta son los espacios de cubrimiento.

Definicién 3 (Espacios de cubrimiento). Dado un espacio topolégico X, un espacio de
cubrimiento para X, es un par (C,p) donde C es otro espacio topolégico y p : C'— X es un mapeo
continuo. La funcién de cubrimiento p debe satisfacer la siguiente condicién: para todo punto
r € X, existe una vecindad U de z tal que la preimagen p~!(U) es la unién disjunta de conjuntos
abiertos cada uno de los cuales es mapeado homeomorficamente a U por p.

También debemos introducir el concepto de un levantamiento (lifting) de un mapeo continuo
debido a otro mapeo continuo:

Definicién 4 (Levantamiento). Un levantamiento de un mapeo f : X — Y por un mapeo
p: X —-Y esun mapeo f: X — X tal quep- f = f.

Se puede pensar a f como una curva en X a la cual la podemos “bajar” con la funcién p a una
curva f en Y. Es por eso que f es un levantamiento de f (ver Figura 2).
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Figura 2. Descripcién de un levantamiento de un mapeo f. La imagen de f define una "cirva' en Y.
A su vez la imagen de p~! define una curva en X.

Conviene pensar en un ejemplo antes de que nos hundamos en lo abstracto de este concepto.
Mostremos que R es el espacio de cubrimiento de S'. Considere el siguiente mapeo p : R — St
dado por p(t) = (cos(27t),sin(27t)). Esta es una funcién de cubrimiento que “enrolla” a la recta
real alrededor del circulo. De este modo (R, p) es un espacio de cubrimiento de S!.

Ahora pensemos como introducir el concepto de un levantamiento. Sea el mapeo w,(s) =
(cos(2mms),sin(2mns)),n € Z, es claro que w, es la composicién de p - @, donde @,(s) = ns.
Entonces, @, es un levantamiento de w, por p.

Ahora siguen dos propiedades de espacios de cubrimiento que enunciaremos sin demostracién’.

Teorema 4 (Path lifting property). Para todo camino f: I — X con punto inicial en zg € X
y cada Zg € p‘l(ajo) existe un tnico levantamiento f : I — X con punto inicial en Zg.

Teorema 5 (Homotopy lifting property). Para cada homotopia f; : I — X de caminos con
punto inicial en z¢ y cada o € p~!(xg) existe una tinica homotopia levantada f; : I — X de caminos
con punto inicial en Zg.

Con estas herramientas en las manos podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema

Teorema 6 (m1(S') ~ Z). El grupo fundamental del circulo es isomorfo a Z.

'La demostracién de ambos teoremas se puede encontrar en la Seccién 1.3 de [1]
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Demostracién 4. Elijamos un punto base de S*, por ejemplo, xo = (1,0), ademés, sea f : [ — S?
un bucle con punto base en xy. Recordemos que (R,p) es un espacio de cubrimiento de S!
.entonces, por el Teorema 4 existe un levantamiento f de f por p con punto inicial en Zy € p~ 1 (x0)
= {n,n € Z}.Elijamos z¢p = 0 y el punto final 1 = m € Z algin entero. Es muy claro, que este
camino f es homotépico al levantamiento de w, @, : I — R definido como @, (s) = ns. Entonces,
f =~ @p. Por el Teorema 5, sabemos que este levantamiento de homotopia [ f] es Unico y esta asociado
a la homotopia [f], andlogamente, [©,] — [wy]. Por lo tanto, concluimos que [f] ~ [wy]. Acabamos
de demostrar que la clase de homotopia de bucles con base en el punto ¢ es la clase de bucles [w,]
que estd determinado tinicamente por un entero n € Z que indica cuantas veces un bucle da vueltas
alrededor del circulo. Ademds, como S es conexo por caminos, este resultado se extiende a todos
los puntos del circulo.

Una propiedad importante de los grupos fundamentales se manifiesta cuando consideramos espacios
productos.

Teorema 7 (Fundamental group of product space is the product of fundamental
groups). (X xY) =7 (X) x m(Y) si X e Y son conexos por caminos.

Demostraciéon 5. Sean a1 : I — X y as : I — Y dos bucles. Estos bucles definen univocamente
un bucle @ : I x I — X x Y definido como o = (a1, a3). Ademas, definamos el homomorfismo
¢ :m (X xXY) = m(X) x 71 (Y) definido como ¢([a]) = ([a1], [aa]). Por unicidad del bucle a, el
homomorfismo tiene una inversa. Por lo tanto es un isomorfismo.

El grupo fundamental del toro 7 = St x S!

Utilizando el teorema anterior es facil obtener el grupo fundamenta del toro 7
7 (T) = m(SY) x 1 (SN~ Z x Z

Los bucles en el toro estan descritos por dos enteros (m,n) que indican cuantas vueltas dan sobre
cada una de las dos circuferencias principales (Figura 3).

Figura 3. Imagen de un toro mostrando sus dos circunferencias principales.

Grupos de Homotopia de orden n

Para motivar el estudio de grupos de homotopia de orden mayor a 1, hallemos el grupo fundamental
de S? y luego generalicemos para S™,n > 2. Es un hecho que la esfera es una superficie simplemente
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conexa, es decir, que todo bucle se puede contraer continuamente a un punto. Por este hecho
fundamental, podemos concluir que el grupo fundamental de S? es trivial. Para demostrar el
caso general, uno puede demostrar que S™ es simplemente conexo para n > 22 o usar el siguiente
lema:

Lema 1. Si un espacio topologico X es la unién de un conjunto de abiertos A, conexos por
caminos cada uno conteniendo el punto base xo € X y si cada interseccién A, N Ag es conexa
por caminos, entonces, todo bucle en X con punto base xy es homotdpico a un producto de
bucles cada uno contenido en un sélo A,.

Lo que este lema nos quiere decir, es que tratemos de encontrar este conjunto de conjuntos abiertos
conexos por caminos, de modo que el grupo fundamental es el producto de grupos fundamentales de
estos conjuntos. El trabajo se hace mucho mas facil, si ademads elegimos estos conjuntos que sean
homeomorfos a espacios cuyos grupos fundamentales son conocidos. Con este lema en la mano,
demostremos el siguiente teorema:

Teorema 8 (Fundamental group of spheres). El grupo fundamental de S™ es trivial para
n > 2.

Demostracién 6. Expresemos a S™ como la unién de dos conjuntos abiertos A1 y As cada uno
de los cuales sea homeomorfo a R” y tales que A; N Ay sea homeomorfa a S~ x R. Observemos
que S"! x R es conexo por caminos para n > 2. Esto es facil se ver: el caso n = 1 corresponde a
(£1,2),z € R la cual no es conexa por caminos porque no existe un camino en ese espacio que una
los puntos (1,1) y (—1,1) por ejemplo, el caso n = 2 corresponde al cilindro infinito S* x R que si
es conexo. El caso general lo podemos pensar como un cilindro en n + 1 dimensiones. Elijamos,
un punto base xg € A1 N As. Estamos en condiciones de aplicar el lema, entonces, todo bucle en
S™ con punto base en zy es homotépico a un producto de bucles en A; o Ay. Como 71 (R™) = 0,
entonces 71 (A1) y m1(As2) son triviales también. Por lo tanto, m1(S™) = 0.

El grupo fundamental no puede distinguir, por ejemplo, entre S? y S3. El grupo fundamental no
basta para clasificar estos espacios. Es por eso que introducimos los grupos de homotopia de mayor
orden. Estos estan definidos de una manera andloga al grupo fundamental: ahora consideramos a los
bucles como mapeos de un cubo n-dimensional I" a un espacio X, f: I" — X con f(0I") = xg, los
elementos del grupo de homotopia de orden n, m,(X, z¢), son clases de homotopia de estos mapeos.

Solitones Topolégicos

En esta seccién veremos como podemos usar lo aprendido sobre Teoria de Homotopia para descubrir
si ciertas teorias pueden admitir soluciones soliténicas asociadas a cierta cantidad topolégica, llamada
carga topologica. En las secciones anteriores vimos la importancia del punto base para definir una
estructura homotdpica en cierto espacio, pero en el contexto de la Teoria de Campos el punto base
no juega ningun rol y se omitira.

Topologia y Solitones

Nuestro propdsito serd elucidar los aspectos topolégicos de campos definidos en el espacio plano
R™. En ausencia de mas estructura, los campos que son lineales son topolégiamente triviales pues,

2Una demostracién se puede encontrar en *Introduction to Topology* de Munkres.
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considere un campo ¢(z), uno puede reemplazar este campo por (1 — 7)¢(z) con 0 < 7 < 1 sin
cambiar la dindamica de la teoria. Pero esto define una homotopia entre ¢(z) (1 =0) y ¢(x) =0
(7 = 1). El caso no lineal es un poco distinto. Suponga un campo ¢ : R™ — Y, como R" es contraible
a un punto (el grupo fundamental es trivial), el valor que toma el campo en ese punto es un invariante
topoldgico que vive en la variedad Y, definiendo un grupo fundamental de configuraciones de campo
no triviales en Y que estan clasificadas por my(Y").

La definicién de un soliton entendida en el contexto de la fisica de particulas difiere de la definicion
en hidrédinamica. La defincién que adoptaremos es la siguiente

Definicién 5 (Solitén). Un solitén es una solucién de las ecuaciones de movimiento de cierta
teorfa que es estatica (independiente del tiempo), estable, localizada en el espacio y de energia finita.

3]

La condicién de que los solitones tengan energia finita también se escribe como que la densidad de
energia decae rapidamente cuando p — oo, donde p es la distancia al origen. Esta condicién impone
condiciones de frontera en los campos, cruciales para su respectiva clasificacion.

Como se dijo en la parte introductoria a esta seccién, algunos solitones pueden estar asociados
a cantidades topoldgicas llamadas “cargas topoldgicas”, que a su vez son invariantes topoldgicos.
Estos son los llamados solitones topolégicos, y son los que estudiaremos en este trabajo.

Consideremos un multiplete de n campos escalares ¢ = (¢1, ¢2, - , ¢p,). Definimos la energia como

o / (;wk Vo + U, ,¢n)) Az,

Asumamos que el potencial U(¢1,- -, ¢,) toma un valor minimo U,,;, = 0 en una subvariedad
Y C R™, llamada variedad de vacio. Como dijimos que la densidad de energia decae rapidamente
para p — 00, entonces el campo ¢ debe tomar valores en V para asegurar que la densidad de energia
se anule rapidamente en infinito. Entonces, una dada configuracion de campos define un mapeo de
S4-1 a V. Donde SZ! es la esfera en infinito en R™.

Topolégicamente ,no hay diferencia si sélo nos ocupamos del comportamiento asintético del campo.
Entonces, trabajaremos con campos en el infinito

R Y

En una teorfa lineal, si tenemos dos configuraciones de campos ¢ yﬁ con comportamiento asintético
P> y ¢ distinto, son atin homotodpicas si ¢>° es homotdpico a ¢>°. Es decir, el comportamiento
de ¢ en el infinito estda determinado por la clase de homotopia de ¢*°, la cual es un elemento de
Ta—1(V).

Consideremos d = 1. En este caso los campos son mapeos de S = {—o0,00} a V. Los componentes
de V son clasificados por mp(V). Para ilustrar este caso consideramos el siguiente lagrangiano

(e

O dx)Q —V(9)

L= 5067

Y elegiremos el potencial cuértico
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Los minimos del potencial son

® _  m?

Como se puede ver, la variedad de vacio son dos puntos aislados, por lo que el anilisis de la homotopia
no es complicado. Al haber dos vacios topologicamente distintos los campos ¢ pueden tener cuatro

comportamientos en el infinito. Por ejemplo, podemos tener un campo que tome el valor de ¢(()+) en
+ooy ¢g)—) en —oo como también podemos tener un campo que tome los valores opuestos al anterior.
En general , los campos estan descritos por dos nimeros (vi,v2) € mo(V) x mo(V) = {(b((]i)} X {qSéi)}.
Existe también el caso en que un campo tome el mismo valor en infinito (v; = v3), este caso
corresponde al vacio. Hallemos las ecuaciones de movimiento para encontrar una forma funcional de

este soliton
oL 0 ( oL ): 0

¢ 0x \9(0.9)
) & (Do)
_V(¢)+8x<8x>_0

¢" — \p* +m’p =0

Las soluciones a esta ecuacion diferencial no lineal de segundo orden son

o(x) = iﬁtanh (:;%(x — (IJQ)) (1)

Las configuraciones de campo en el infinito estdn caracterizadas por my()) cuyos elementos son los
valores del campo en {oco, —oo}, estos son

¢+: 7

oo ’I?’L2
Sy

Como dijimos al inicio, el valor del campo en infinito es un invariante topolégico. Con estos datos,
uno puede definir una carga topoldgica conservada que no esta asociada a ninguna simetria del
Lagrangiano.

2
m
— A0 oo _
Q=05 — o= =2/ %
A esta solucion soliténica (1) en una dimensién se le denomina kink y corresponde a un oscilador
anarmoénico en 1 + 1 dimensiones.

En el caso no lineal, los campos ahora son mapeos de R a una cierta variedad cerrada Y, ¢ : R — Y.
Los solitones topologicos en R, con ¢ un campo no lineal son llamados kinks no lineales. El
ejemplo clasico de un kink no lineal es el modelo seno de Gordon. Este esta descrito por el
lagrangiano

1, ,+ «

L=2(6)* -5 52

HORE (1 - cos B9)
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Los minimos del potencial son

¢0=2ﬁ7rn

No es dificil ver que la variedad de vacio es V ~ Z. Entonces, los solitones son caracterizados por un
entero ) € mp(Z) = Z. Las ecuaciones de movimiento son llamadas ecuaciones seno de Gordon
y tienen por solucién para @Q = 1

o(t,x) = ;tanl exp(vax)

El caso n = —1 puede ser escrito como

o(t,x) = —2 tan~ ' exp(vax)
Y, obviamente, n = 0 corresponde a soluciones homotopicas al vacio. Pero que pasa para |n| > 1
estas no pueden ser halladas como soluciones estaticas, esto es porque los solitiones “interacttian”
(las ecuaciones de movimiento que los definen son no lineales) entonces una configuracién con mas
de un soliton no puede ser independiente del tiempo. A pesar de esto, soluciones multisolitonicas
existen y son halladas con ayuda de la transformacién de Baecklund|ref].

Observaciéon 1. A pesar de que dijimos que el modelo seno de Gordon era no lineal, no se pudo
evidenciar en el tratamiento anterior, ya que hicimos el mismo anélisis que en el caso lineal. Esto es
porque interpretamos este modelo como un campo lineal con un potencial periédico, sin embargo,
otra interpretacién es posible: podemos tomar al campo ¢ como que toma valores en el circulo,
entonces el potencial tomaria un tinico minimo en ese circulo. De esta manera la variedad de vacio
es una variedad cerrada. Esto hace que el kink del modelo seno de Gordon sea un kink no lineal.

Ahora veamos que pasa en d = 2. Los campos son mapeos de SL a V. Los campos son caracterizados
por elementos del grupo fundamental 71()). Las configuraciones de campo que corresponden a
elementos no triviales m1()V) son denominados vértices. Primero consideremos el modelo mas
simple en que V = S1. Para esto, consideremos un campo escalar ¢(z) con el siguiente lagrangiano

L=-0"¢'0u0 —V(9)
Con V(¢) = %(|gb|2 — #3)2. Las configuraciones de vacfo son
¢(x) = doe™®

donde « es un real que especifica un cierto angulo en el circulo. Entonces, las configuraciones del
campo se pueden escribir como

¢(r,0) = doU(0)

, donde U(0) = U(0 + 27n) de modo que ¢ sea univaluada. Un ejemplo de estas funciones U(6) es
e Queremos encontrar soluciones de energfa finita de las ecuaciones de campo con la condicién
de frontera

lim ¢(r,0) = ¢oU(0)

10
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Proponemos el ansatz

o(r,0) = d)of(r)ema

donde ademés f(oco) =1y f(0) =0 de modo que V¢(r, ) esté bien definida en » = 0. Veamos que
aunque este ansatz satisface las ecuaciones de movimiento, no tiene energia finita:

Vo = ¢o {f/(r)f" + mfgf)é} e’
= |Vol* = ¢ [f’(?“)2 + n2f§92]

Entonces, la energia cinética cuando r — oo

2 2 20 [0dr

K:/d 2[Vé[? ~ 27n ¢0/ il

0o T
diverge logaritmicamente. Este resultado es parte de un resultado atin més general llamado Teorema
de Derrick. Este teorema impide la existencia de solitones independientes del tiempo, con energia
finita y localizados en méas de una dimension, usando s6lo campos escalares. Sin embargo, como
anunciamos al inicio, si existen solitones localizados en dos dimensiones, llamados vortices. Esto se
logra introduciendo campos de gauge (es una de las formas de evadir este teorema) como veremos a

continuacion:

Consideremos el modelo de Brout-Englert-Higgs abeliano (ABEH). Este modelo fue propuesto
en 1964 como una teoria en la cual mesones vectoriales podian adquirir una masa sin perder la
invarianza de gauge. Aunque nuestro objetivo aqui no es ver el mecanismo por el cudl adquieren
masa (Mecanismo de Higgs), mdas bien, queremos ver como las soluciones son caractizadas por el
grupo fundamental de la variedad de vacio. Comencemos escribiendo el lagrangiano ABEH

1

£:4

1 *
FiuF™ + (D) (D"9) = V(9]
Donde ¢ es un campo complejo. Tomamos el potencial

V(16]) = Mo]* - ¢5)°

El claro que el minimo del potencial se alcanza cuando (¢) = ¢pe’®, donde a € R especifica un dngulo
en la circunferencia S'. Tenemos todo un conjunto de vacios degenerados que forman la variedad
de vacio, que tiene la topologia de S'. Entonces, las configuraciones de campo son caracterizadas
por un nimero entero n € m1(V) = m1(S') = Z. Este ntimero es conocido como winding number del
vértice.

Después de mas de 20 anos de la publicacién del modelo ABEH [14, 15], Nielsen y Olesen [7]
mostraron que este lagrangiano admite soluciones tipo vortice en analogia con las lineas vorticiales
que aparecen en un superconductor tipo 2 [16]. Para ver estas soluciones hallemos las ecuaciones de
movimiento. En este caso las variables dindmicas son A, y ¢.

oL oL
oA, (8@&)) !

Sie(90" 6" — 570 ) + AV — B F" =0
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oL oL
a6 (a@@) -

ieAH (00" —ieA, ") — g‘; = 0u(0"¢" —ieArp™)
. oV
(8“ + ZCA'LL)DH¢ = —@
ov
K = —
D¥D,¢ 9o

Nielsen y Olesen consideraron soluciones estaticas con el gauge Ag = 0, ademéas buscaron soluciones
cilindricamente simétricas y propusieron el siguiente ansatz

¢ =flp)e ™Y, N=0,£1,42,--

A-_pA0)

p

Donde las funciones A(p) y f(r) tienen los siguientes comportamientos

f(0)=A(0)=0
pﬁ_{go f(p) = o

, N
Jim A(p) = ——

Insertando el ansatz en las ecuaciones de movimiento se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales

d?A  1dA

2 A e(N+eA)f2=0
d’f 1df (N +eA)?
dpﬁpdp—(p?)f—”(f“%)f—o

Las ecuaciones se tienen que resolver numéricamente, sin embargo, uno puede encontrar soluciones
analiticas del comportamiento asintético de estas soluciones. Referimos al paper de Schaposnik y de
Vega [schapo] donde muestran una solucién analitica a estas ecuaciones cuando las componentes del
tensor de energia momento T),(p) = Tyg(p) = 0. Otra solucién analitica se encuentra estableciendo
un limite de la energia del vértice (limite de Bogomol'nyi).

Uno puede aplicar un boost de Lorentz a un solitén y este puede moverse, entonces, podemos
interpretar a los solitones como particulas.

En tres dimensiones, la solucién de Nielsen-Olesen también es llamada cuerda de Nielsen-Olesen o
cuerda de gauge. Estas son estructuras localizadas en dos dimensiones y extendida en otra. Son
utilizadas en teoria unificadas y se plantea que pudieron existir en el universo temprano. En ese
contexto son llamadas cuerdas cdsmicas [13].

Pasemos al caso d = 3. Las configuraciones de campos son mapeos ¢ : S2, — V. Las clases de
homotopia de campos lineales son elementos del grupo m2(V). El ejemplo no trivial mas simple es
cuando V = S2%, en ese caso m2(S?) = Z, las configuraciones de campo estan determinadas por un
entero, llamado ndmero monopolar. Las soluciones soliténicas correspondientes son denominadas

12
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monopolos. Como consecuencia del Teorema de Derrick no podemos obtener soluciones de energia
finita a menos que introduzcamos campos de gauge. Entonces, considere el siguiente lagrangiano
con simetria de gauge SU(2)

1 1
£:_7FM aF;jV—§

; (D) (D)~ V(6)

Donde ¢ es un elemento del dlgebra de SU(2) en la representacién adjunta y
Ff, = 0,A% — 0,A% + ecapc AY A
(D,uqs)a = au¢a + eeabcAZ(bc

Esta teoria es conocida como modelo de Georgi-Glashow electrodébil, que fuera alguna vez
considerado como alternativa para modelar las interacciones electrodébiles, sin embargo, hoy ya no
es considerado por no predecir el bosén Z°. Consideramos a V(|¢|) como el potencial de Higgs que
vimos en el caso del vértice. Sabemos que el campo tiene una configuracién de vacio que rompe, en
este caso, la simetria SU(2) en U(1).

Para observar como el niimero monopolar se relaciona con el monopolo mismo, hallemos lo que en
esta teoria es el campo magnético. Elegimos un gauge en el que la configuracién de vacio “apunta”
en la direccién z. Es decir,

P8 = 53
En este gauge, el tensor de campo es
Fuy = 0,43 — 9,A3

Podemos construir una expresién invariante de gauge del tensor electromagnético que se reduzca a
la expresién anterior en este gauge. 't Hooft [| encontro la expresién correcta como

~ 1 ~ ~ ~
JT':Lw = Fﬁy‘ba - geabc¢aDu¢bDu¢c

donde q@a = % Usemos la definicién de F),, y de D, para verificar que, en efecto, F,, se reduce a
F,,, cuando usamos este gauge

~ 1 ~ ~ .~ ~ ~
Fur = (005 = 0,5, + ccanc A A5 ) 0 — —caned” (948" + ectnA6*) (0,60° + eccmn A} ")
N ~ ~ 1 ~ ~ ~ .~ ~ ~ ~
= U0, AL — 0“0, A% + eeqped® Ab AL — ~Cabed” (augz)bamc + ek AL " 0,0° + ecomn Al ¢ 00"+
€2€bjk€cmnAiA;T$j$n)
= (lgaauAg - anauAZ + eeabcd;aAZAzC/ - eileabcéaaud;baudsc - (Z)a (EabcebjkA{L(ﬁkauﬁgc + eabcecmnAZldA)naudA)b) -

eeabcebjkecmnAiAangj(gnqga
= Ou(9"AL) — 9,("A%) — (AL0,d" — A%, ") — e €ancd* 0P 0y 6° + e€apcd AL AL —
. N 1 . . 1 . . ~ . ~ ~ 0
(w 1P — (97 A0, + (B ASO,¢° — W) F CemnAS ATG" — €A% G € APGGT
= 0.(0"AL) — 9, (" A%) — e €ancd* 00" 0, "
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Entonces, en el gauge ¢% = vd%3, se reduce a la expresiéon usual. Usemos esta tiltima expresién como
un nuevo tensor de campos electromagnético y hallemos el campo magnético

1

B = 5611#1/]:;“/
1 2 2 - a9 2 2c
= S (9u(6"A%) = 0,(6"A%) — ¢ eancd*0u 0 6*)
1 ~ ~ ~ ~ ~
= 5 (" 0u(6"A5) — (-)eP™ (3 A) — e e 409,80 0,6°)
= PO, ($TAL) — (26) 1P 10, 60,3 2)

Consideremos el flujo de campo magnético a través de una esfera en el infinito 52,
o— [aS B
. 0

— [ASTtFRY) - (20)7" [ dSereteen, ito, i

Donde la primera integral se anula en virtud del Teorema de la Divergencia, pues la divergencia de
un rotor es cero. La segunda integral es la definicion del winding number o en este caso numero
monopolar, entonces
41n
d=—— (3)
e

El flujo de campo magnético estda cuantizado. Podemos inferir una carga magnética también
cuantizada. Es maés, si @, = ® (en algin sistema de unidades), entonces de la ecuacién anterior
resulta una relacién conocida como cuantizacién de Dirac o también conocida como condiciéon
de Schwinger[2]:

QmQe xn €Z (4)

Esto es, la existencia de la carga eléctrica cuantizada implica la existencia de una carga magnética
también cuantizada.

Resulta claro de este analisis que los monopolos estan caracterizados por el entero n o su carga.
Construyamos la solucion monopolar mas simple, n = 1. Esta solucién es conocida como monopolo
de t’ Hooft-Polyakov [11, 12]. Para esto, usemos el siguiente ansatz

#(%) = b0 (1)
AL(%) = alr)e 74

Donde requerimos que f(oo0) = a(oo) = 1 para que tengan el comportamiento asintético deseado y
f(0) = a(0) = 0 para que estén bien definidos en r = 0 y ademads seguimos con el gauge Aj =
Con estos datos construyamos la energia del monopolo

E=T+V = [ |S(B + 51D P + V(1) 6

Recordemos que el campo magnético se escribe Bf' = €;;,0; A% + 1 / 2eeijke“bcA§’-AC, si escribimos
Af = € Kj, la expresion para el campo se reduce a Bf = 0,K; — (5m~8jKj + K,K;. Poniendo
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K; = a(r)z;/er? entonces

“ 1|a o 2a —a? |

B¢ = - [T(éai — ZaT4) 3 a:aazZ] (6)
1 Ba 2 1 9 2 12 2 2\2 7
— (B = 2% + (20— ) (7)

La derivada covariante es

1—a A A A

(Did)* = ¢o [(r)f (Oai — Zai) + f’l‘au’ﬂi] (8)
:>§’( z¢)\—ﬁ[(—@)f+7°f] 9)

Y finalmente, el potencial

1
V(9) = JAd(f* = 1)? (10)
Finalmente, la energia del monopolo es
E= [ % (22 + (20— a®)?] + ‘b—%[zg )2+ G — 1) (11)
N 2e2rt 2r2 4770

Haciendo la variacién de la energia para encontrar la solucién que minimice la integral anterior
encontramos las ecuaciones de movimiento. Estas son

2

28 2 90(r) 4 12(r) — M2 - . (12)
2(1
= Za(r)(alr) + 1)(2a(r) + 1) +47(r)(2a(r) + 1) (13)

Estas ecuaciones se pueden resolver numéricamente para A pequenos. Se puede encontrar una solucién
andlitica para A = 0, conocida como soluciéon BPS (Bogomol’nyi-Prasad-Sommerfeld)’.

o
sinh p’

1
(p) = cothp—

a(p) =1

Donde p = eggr.

El objetivo de todas estas consideraciones es notar que la carga magnética no surge de la dindmica
sino de consideraciones topoldgicas sobre la estructura de tres campos escalares en un espacio
tridimensional.

Los respectivos casos no lineales para d = 2,3 no se desarrollaran en este trabajo, sin embargo, vale
la pena mencionarlos ya que son de suma importancia en fisica. En d = 2 las configuraciones de
campo ¢ : R? — Y estén caracterizadas por elementos de m2(Y). El caso méas sencillo surge cuando

3Las soluciones BPS son aquellas que saturan la desigualdad de Bogomol’'nyi [10]

E 2 47‘(’¢0m
&
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Y = 52, de modo que 72(S?) = Z. Solitones clasificados por este entero son lumps en el modelo o y
también Baby Skyrmions.

En d = 3, el grupo de homotopia relevante es m3(Y). El caso més simple no trivial es cuando
Y = 53, de modo que m3(S%) = Z. Solitones que estén caracterizados por este entero aparecen en
el modelo de Skyrme y son llamados Skyrmiones. Existe otra posibilidad no trivial cuando
Y = 52, ya que 73(S?) = Z. Este tipo de solitones aparecen en el modelo de Skyrme-Faddev.

Con toda esta informacién podemos armar una tabla de clasificacién de los solitones topoldgicos en

dimensién d = 1,2, 3 [6]

Tabla 1. Tabla de clasificacién de posibles solitones en teorias de campos escalares lineales y no
lineales.

IS8

Lineal No lineal

Kink Kink no lineal

2 Voértice  Lumps en el modelo sigma
Baby Skyrmions

Monopolo Skyrmion

—_

w

Conclusiones

En la primera parte del trabajo se presentaron las herramientas basicas de la Teoria de Homotopia.
Se desarrollaron teoremas clave a la hora abordar el calculo del grupo de homotopia de cualquier
espacio. De especial importancia para la segunda parte fueron el calculo de los grupos de homotopia
de n-esferas.

En la segunda parte nos ocupamos de la clasificaciéon de solitones topoldgicos en dimensiones
d=1,2,3. En d = 1 nos ocupamos del kink y del modelo de seno de Gordon. En d = 2 se estudiaron
los vortices. Analizando el ansatz de Nielsen-Olesen y el modelo ABEH que presenta soluciones
vorticiales. A su vez se introduci6 el Teorema de Derrick que prohibe la existencia de solitones en
d > 2 usando sélo campos escalares, ademaés, se mostrd una forma de evadirlo usando campos de
gauge. En d = 3 se abordaron los monopolos. En particular, se estudiaron las soluciones monopolares
del modelo de Georgi-Glashow y se desarroll6 el conocido monopolo de 't Hooft-Polyakov. También,
se mostré que la carga magnética esta cuantizada como consecuencia de la cuantizacién de la carga
electrica.

Aunque no se desarrollaron, los correspondientes casos no lineales para d = 2,3 se introdujeron
debido a su aplicabilidad en Superconductividad y modelos de Fisica del Estado Sélido.
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